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Résumé 

Dans cet article, nous montrons que la fonction £ de Riemann n'a pas de 
zéros dans la région : 

3îs > 1 : r (|&s| > 2). 

5.70176 log|3fs| ïl ~ ' 

1 Historique et résultats. 

Depuis l'article de Riemann en 1860 (cf. 52]), nous savons que la répartition des 
nombres premiers est étroitement liée à la répartition des zéros d'une fonction 
particulière, appelée depuis la fonction C de Riemann. Nous rappelons qu'elle 
est définie sur le demi-plan 5fts > 1 par : 



c(s) = £è = II(i 



n>l p 

où le produit porte sur les nombres premiers. 

La série ci-dessus converge absolument et uniformément dans le demi-plan %ts > 
O0j pour tout ctq > 1. La fonction se prolonge en une fonction holomorphe dans 
le plan complexe sauf en 1, qui est pôle unique et en lequel elle a pour résidu 1. 
Elle vérifie l'équation fonctionnelle suivante sur le plan complexe tout entier : 

7r- s / 2 r(s/2)c(s) = 7r-( 1 -'^ 2 r((i - s)/2)C(i - s) 

On en déduit que les zéros réels de la fonction £(s) sont les pôles de T(s/2 + 1), 
c'est à dire les entiers — 2n, où n £ N* et qu'elle a une infinité de racines com- 
plexes dont la partie réelle est comprise entre et 1. Nous appellerons Z(() 
l'ensemble de ces zéros dits non-triviaux et les noterons g — f3 + ij. Ils se répar- 
tissent symétriquement par rapport à l'axe réel et par rapport à l'axe ïîs = 1/2. 
L'hypothèse de Riemann affirme qu'en fait, ils se trouvent tous sur la droite 
Us = 1/2. Mais cette conjecture n'a encore été ni démontrée ni contredite. 
Van de Lune, te Riele et Winter l'ont cependant vérifiée en 1986 (cf. ^2]) pour 
les zéros de partie imaginaire inférieure à 5 • 10 8 , ce qui concerne les 1.5 • 10 9 
premiers zéros de la fonction £ de Riemann. Ce résultat vient même d'être 
tout récemment amélioré par S.Wedeniwski jusqu'à une partie imaginaire de 
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3 330 657 430.697. 

En attendant, l'écriture de £ sous forme de produit eulérien nous assure qu'elle 
n'a pas de zéros dans le demi-plan 5fts > 1. En fait, l'influence de la formule 
d'Euler s'étend même à gauche de cette région. Ainsi, en 1896, Hadamard (voir 
0) et De La Vallée Poussin (cf. [21]) établissent simultanément mais séparément 
que C ne s'annule pas sur la droite Sfts = 1. Cette affirmation est l'outil fonda- 
mental leur permettant d'établir le théorème des nombres premiers, à savoir 
qu'on a l'estimation asymptotique suivante pour le nombre ir(x) d'entiers pre- 
miers inférieurs à x : 



tt(x) ~ Li{x) où Li(x) 



dt 



+oo J 2 log t 

En 1899, De La Vallée Poussin (cf. (221) élargit son résultat à la région : 

> 1 1 — , , IQfsl > 2, avec R = 34.82 

-Rologl^sl 

ce qui lui permet d'estimer le terme d'erreur pour le théorème des nombres 
premiers : 



ir(x) — Li(x) = O I a;exp [ — \l — — — ] ] quand x — > +oo 




B. Rosser améliore la valeur de la constante Rq, notamment en modifiant le 
polynôme trigonométrique (voir ci-après) et en 1939 il obtient Rq = 19 (cf. [Ï6] l 
puis avec L.Schoenfeld en 1962, R = 17.516 (cf. [12]). En 1975, dans [El, ces 
derniers reprennent une idée fondamentale dûe à Stechkin (cf. lemme 2) et 
descendent jusqu'à R = 9.645908801. 

Beaucoup plus récemment, K.Ford (cf. jjj, Théorème 4) atteint une valeur de 
8.463, esentiellement en utilisant une majoration de la fonction £ sur l'axe cri- 
tique, méthode qui ne se généralise pas aux fonctions L de Dirichlet. 

En se basant sur la majoration de £(s) lorsque 5fts = 1 donnée par la méthode 
de Korobov et Vinogradov (cf. [10 ), il est possible d'obtenir une région sans 
zéros du type : 

^ > 1 ~ iMlog|3s|)2/3(loglog|3 S |)l/3 d 9 *! ^ 

En 1994, O.V.Popov (cf. ^2]) trouve R\ = 14518, résultat dernièrement amélioré 
par K.Ford : Rx = 57.54 (cf. gj). 

Nous allons démontrer le résultat suivant : 
Théorème 1.1 (Principal). 

La fonction Ç de Riemann ne s 'annule jamais dans la région suivante : 

ïïs>l r" -, |3s| > 2, avec R = 5.70176. 

R log(|3s|) 
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Cette région reste plus large que la région de Ford-Vinogradov jusqu'à des 
valeurs de |3s| inférieures à e 9402 - 562 . 

D'autre part, les outils mis en œuvre ici se généralisent aux fonctions L de 
Dirichlet (cf. [Hj). 

Rappelons les trois points fondamentaux autour desquels s'articule la preuve 
d'un tel résultat. Tout repose d'abord sur une expression de la partie réelle de 
— (C'/C)( s ) = En>i A(n)n _s en fonction des zéros de la fonction £ de Riemann. 
Pour cela, il y a deux approches : 

1. celle, dite globale, de De La Vallée Poussin qui regarde tous les zéros avec 
la relation 

*(=£ W)-s^ + ï«T(5 + + «(ïèï)- S *& 

s eez(Q 

(1) 

2. celle, dite locale, de Landau qui s'attache aux zéros "proches" de s avec la 
majoration 

k(-7«)=- E K7^) +O ( log3s ) (2) 



\s-e\< 



1..- V- 



Le second point essentiel de la preuve consiste en la positivité de la somme sur 

les zéros 5Z b ^(tt^) lorsqu'on suppose !fts > 1. 

Enfin, la preuve s'achève avec un autre argument de positivité : 

si P{9) = J2k=o a k cos(k9) est un polynôme trigonométrique vérifiant 



a k > et P(6) > 0, 
alors on a : îi E E I^fc^ °- 



k=0 n>l 



En ce qui concerne le travail présenté ici, nous reprendrons une idée exploitée 
entre autres par Stechkin et Heath-Brown, et qui consiste à multiplier la fonction 
de von Mangoldt A(n) par une fonction lisse positive <?(logn) tout en conservant 
la positivité de la somme sur les zéros. Par exemple Stechkin (cf. ^Hl) prend 
g(x) — l — ne~ 5x où k et S sont deux réels positifs. Quant à Heath-Brown, il pro- 
pose une formule plus compliquée (cf. [J] et le paragraphe 12. 2|1 . l'essentiel pour 
g étant d'être de classe C 2 dans ]0,+oo[, à support compact et, comme nous 
allons le voir, à transformée de Laplace positive. En fait, nous considérerons le 
produit de leurs deux fonctions. 

Les formules de Weil (voir j2l]) s'appliquent alors et donnent une formule im- 
pliquant la somme sur tous les zéros (voir le paragraphe [OJ : 

»(E^(^»))=«(°)»(-|^+i?(J+i)) 

eez(Q 
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où G est la transformée de Laplace de g 

G(z) = / e~ zt g{t) dt = ^ + - / e- zt g'(t) dt 
Jo z z Jo 

et où R(s) est un terme reste sous la condition G(z) — g{0)/z — 0(l/\z\ 2 ). 
En remarquant que la transformée de Laplace de la fonction constante égale à 

1 est -, et en rappelant que l'inégalité $1- > si %lz > est fondamentale pour 
traiter la somme sur les zéros, nous souhaiterions imposer à g que sa transformée 
de Laplace vérifie : 

3£G(z) > si îiz > 

Nous affaiblissons ici cette condition en utilisant la symétrie des zéros non triv- 
iaux et généralisons le lemme de Stechkin (cf. lemme 2, Q^]) en montrant que 

5RG(s - g) + 5RG(s + 1 - g) > si 5R(s - g) > 

(voir le naragrar)he l2.4Jl . 

En prenant îîs > 1, une telle démonstration apporterait déjà une amélioration à 
la constante de Rosser et Schoenfeld. Or la fonction g étant à support compact, 
cela nous permet de choisir s avec 5Rs < 1. 
Pour ce qui est de la somme 

SR(s-e)<o 

nous montrerons que c'est un terme reste (voir le paragraphe [OJ. 

Enfin, nous conservons l'argument trigonométrique final en considérant un polynôme 

de degré 4 proche de celui introduit par Rosser et Schoenfeld (voir le paragraphe 

E§. 

Nous donnons dans le paragraphe qui suit tous les résultats nécessaires à l'étab- 
lissement de notre résultat et nous y fixons nos notations. Pour le détail des 
preuves, nous nous reporterons ensuite aux parties trois et quatre. 

Je remercie O. Ramaré pour les conseils avisés qu'il m'a prodigués au fil de 
cette étude ainsi que K. Ford pour m'avoir aimablement transmis une version 
préliminaire de son article [J. 

Enfin, je tiens également à remercier le référé pour tout le soin qu'il a apporté 
à la relecture du manuscrit. Je lui suis particulièrement reconnaissante d'avoir 
trouvé une optimisation au polynôme de Rosser et Schoenfeld et au paramètre 
9, ce qui permet d'améliorer sensiblement le résultat final. 

2 Structure de la preuve. 

Commençons par préciser nos paramètres. Nous nous donnons une fonction 
positive /, de classe C 2 ([0, d]), à support compact dans [0,d[ et telle que : 

f(d) = f(0) = f(d)=f"(d) = 0. (H,) 
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dont nous notons F la transformée de Laplace 



F(s) = / e- st f(t) dt. 
Jo 

Cette fonction sera choisie au naragra,nhe l2.2l Nous considérons ensuite un zéro 
non trivial go — /3q + 170 de la fonction Ç de Riemann et nous souhaitons 
montrer que ce zéro vérifie le théorème 11.11 La symétrie des zéros de Ç nous 
permet de nous limiter au cas où 70 est positif. De plus, comme tous les zéros 
de partie imaginaire positive inférieure à T = 3.3 • 10 9 sont connus (cf. |23] 1 
et résident tous sur la droite critique, nous supposerons que 70 est supérieur 
à T . Enfin, nous supposerons que (1 — (3o) log7o < ^ Nous noterons r\ le réel 
(1 — Po), s le nombre complexe a + it, où t G [0, +00 [, R un réel pour lequel 
la région sans zéro est vérifiée et <o un réel supérieur à 1. Nous écrirons 77 sous 
la forme rlo * , où 5 < r < R en vertu de notre hypothèse, et a sous la forme 
fliog(47o+t ) ' Grâœ au résultat de Rosser (cf. ^Sj); nous prenons tout d'abord 
R = 9.645908801. Notamment, a > a = 1 - 9 6 4590880iiog(4T +i) - 0-99555 et 
V<Vo = 7Tkr a < sîsk ^ °- 00913 - 

Dans la suite, k et ô désignent des constantes qui dépendent et ne dépendent 
que de r et R. Cette dépendance est assez faible mais toutefois numériquement 
intéressante. De plus, nous leur imposons la condition suivante : 

(r 3 +(l-7? + ( 5)" 3 ) _1 <K< + (l-7 70 +^)" 1 )~ 1 . 

Ou plutôt, en fixant les valeurs de 770 dans [0; 10 -2 ] et 5 dans [(v5— l)/2; 0.866], 
nous demandons à k de vérifier : 

(V 3 + (i + sy^ 1 < K < + (0.99 + (3) 

2.1 Une formule explicite. 

Nous commençons par une formule explicite à la Weil (cf. j2U) que nous dé- 
montrons au Daragraphe l3.il 

Proposition 2.1. Soit f une fonction comme ci-dessus et soit s un nombre 
complexe. Nous avons 

•(E^P««»))-/0>)(-W^«ït(5 + 1 )) 

+ »F(«-1)- &F{ S -Q) 

eez(Q 



où F2 est la transformée de Laplace de f" et où Z{Ç) désigne l'ensemble des 
zéros non triviaux de Ç. 
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Nous prenons des notations supplémentaires pour alléger quelque peu le travail 
typographique et posons 

i„r' f s 



TM = 4 l0g w + ^r(f + 1 ) 

/ -, /.1/2+ioo p/ . 

\ 2itt Jx/2-ioo T V27 



1 f^/^ ^jM ^ | gMfj 
(s — z) 2 s 2 



2^7^00 r \4 2/ (s-l/2-zf) 2 s 2 

Nous introduisons aussi les trois différences 

Ai (s) =Ti(s) - kT x {s + 8) , A 2 (s) = T 2 (s) - « T 2 (s + S) 
D(s) = 5RF(s) - k KF(s + 5). 

Notons qu'il est sous-entendu qu'elles dépendent des paramètres 5 et k. 
De <@J, nous tirons : 

»£^W)(i-$) 

n>l 

= /(0)Ai( S )+£)( S -l)- £ £>(*-g) +A 2 (s). (5) 
2.2 La fonction test f. 

Nous noterons F(X, Y) la partie réelle de la transformée de Laplace de / : 

,d 

F{X,Y)=^ e -^ x+lY ^f{t)dt. (6) 
./o 

En sus des conditions requises à / dans l'introduction, nous imposons à F de 
vérifier : 

F(X, Y) > si X > 0. (#2) 

Heath-Brown propose une famille de fonctions (cf. lemme 7.5, dont nous 
ne savons pas si elles sont optimales pour notre problème, mais dont nous pen- 
sons qu'elles sont assez bien adaptées à notre méthode. Pour 9 &]tt/2, 7r[, nous 
définissons : 

f(t)=r)h e (r}t) 

où hg est indépendante de rj. Cette fonction est nulle en dehors de [0, — 20/tan0] 
et, pour u appartenant à cet intervalle, vaut 



h {u) = (1 + tan 2 0)[(1 + tan 2 9)( — — - -) cos(wtan#) + 
L V tan 9 2 / 



-29 

— u 



tan0 



sin(26* + utané?) sin(0 + it tan ( 



sin(2é>) V siné» 

Nous avons alors 

/(0)=ijft(9), MF(Ù) = F(0,0) = g 2 (9), RF(1 - fo) = F(l - (3 , 0) = g 3 (d) 
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ou nous avons pose : 

5i(0) = (1+ tan 2 0) (3 -0 tan 0- 30 cot0), 
5 2 (6>) = 2(1 +tan 2 0)(l - 0cot0) 2 , 
g 3 (9) = 2tan 2 + 3 - 30tan0-30cot0. 

Nous prendrons 9 = 1.848 ce qui nous donnera 

5i (0) = 147.84112 + 0*(1(T 5 ), g 2 (6) = 62.17067 + 0*(1O" 5 ), 
53 (0) = 48.76676 + O*(10~ 5 ) 

où u = 0*{v) signifie |u| < v. Pour les besoins ultérieurs, nous définissons aussi 

d(9, v ) = ^l où d x (e) = = 1.05161 + O*(10^ 5 ). 
r\ tan 

2.3 Une inégalité trigonométrique. 

Nous utilisons ici l'inégalité suivante : 

4 

a k cos(fcy) = 8(0.91 + cos y) 2 (0.265 + cos y) 2 > 0, 



fc=0 



avec 



a Q = 10.91692658, ai = 18.63362, a 2 = 11.4517, 

4 

a 3 = 4.7, a 4 = 1, A = ^ a fc = 35.78532. 

fc=i 

En remarquant que 

A(n) 

n>l fc=0 

nous obtenons grâce à © l'inégalité fondamentale suivante : 



^/(logn)^(l--^) ^ afe cos(/c 7 ologn) > 



fc=0 \ 



/(0)Ai(a + ikjo) +D(a-1 + ik l0 ) 



J2 D(<r + ikTo-e) +A 2 (cr + ik 1 o) I >0 (7) 



Il reste donc à trouver des majorations pour chacun des termes ci-dessus. C'est 
l'objet du paragraphe suivant. 

2.4 La région sans zéros. 

Les valeurs que nous donnons ici sont calculées pour r = 5.97484, R = 9.645908801. 
A la fin de ce paragraphe, la valeur R = 5.97485 est donc licite et nous pou- 
vons recommencer les calculs. Ce que nous avons fait, mais l'étape principale 
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est la première et elle permet en outre au lecteur de vérifier nos résultats. Pour 
Tq, nous prendrons la valeur de S.Wedeniwski, c'est à dire très exactement 
3 330 657430.697. (La valeur finale obtenue pour Rq sera alors améliorée d'un 
centième par rapport à la valeur T de te Riele et Winter.) 
Commençons par le terme Ai(s) : lorsque t est non nul, 3?^(f + l) est de 
l'ordre de \ogt (voir 1(23)1 au pa,ra,gra,phe l3.3)) . Au pa,ragra,phe l4.2l nous établirons 
la proposition suivante : 

Proposition 2.2. Il existe une fonction C\(r\) qui vérifie 

4 ^ 

/(0)5^ajkAi(cr + ifcTio) < -(1 - K ) 5x (%log7o + Cifa). 

fc=0 

On se reportera à 147\ ) et au lemme \J7E[ pour la définition de C\(rj) et 

Ci{rj) < -2718.913 77. 

En ce qui concerne le terme D(s), nous avons — 1) = F(a — 1,0) lorsque 

t = 0. Sinon 5ftF(s — 1) est de l'ordre de n/t 2 (voir la proposition I4.6fl et nous 
montrerons au paragraphe 14.31 que 

Proposition 2.3. Il existe une fonction C2(rf) qui vérifie 

4 

a k D{a - 1 + ik l0 ) < a F(<i -1,0)+ C 2 (v) 

La fonction 62(77) est définie en \51\) et 

C 2 (??) < -1 141.389 7/+ 2.794 • 10 -15 ry 2 + 26 515.117 if. 

Le terme A 2 (s) est un terme reste, de l'ordre de if (voir le lemme l4~7)l . Nous 
montrerons au paragraphe 14. 41 la proposition suivante : 

Proposition 2.4. Il existe une fonction £4(77) qui vérifie 

4 

^ a k A 2 (<r + ik'jo) < £4(77) 

fe=0 

Les éléments qui définissent C^rj) sont donnés en f.frgj) et {5$ et 

Ci{r]) < 2.3887- 10 6 77 3 

Nous en arrivons enfin au point essentiel, traité au paragraphe ^. 11 qui est l'étude 
de la somme sur les zéros. Pour cela, en nous inspirant de l'idée de Stechkin basée 
sur la symétrie des zéros de Ç, nous pouvons réécrire la première somme sous la 
forme : 

J2 D(s-q) = D(s-qo) + D(s-1 + qï) 

+ \ E [d{s-q)+D{s-1 + q) 

eez(O\{Q ,i-Q } 
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La pror>osition l4.2l nous permettra d'éliminer une partie des termes de la somme 
grâce au résultat suivant : 

D(s- q) + D(s-1 + q) >0 
sil — a < j3 < a , k — Kg et S = Sq 

où 5q est la solution de l'équation K2(S) = «3(5), K2(ô) et K 3 (S) étant respec- 
tivement définis en ll-'VH et i?>'2\) . et où Ko est la valeur de K2 en Sq. A un 0(770) 
près, nous avons en fait que 

«2(<5) = et k 3 (ô) = l 1 l 

ce qui permet d'approcher 5q par v/ ^"~ 1 et Ko par Plus exactement, nous 
trouvons 6 = 0.62063 + O*(10~ 5 ) et k = 0.4389 + O*(10- 5 ) pour r = 5.97484. 
Il reste alors à minorer la somme restante qui porte sur les zéros de partie réelle 
vérifiant a < /3 < 1, ce qui revient à 7 > 70 + t . Cette somme se trouve alors 
dépendre de la valeur tg. Nous verrons à la proposition ^31 comment la minorer 
et nous obtiendrons finalement : 

Proposition 2.5. // existe une fonction C 3 qui vérifie 
4 

^o fc D(<r + ik l0 -Q) > aiF(<7-/3 ,0) - C 3 (r]) 
k=0 gez(c) 

Pour une définition explicite deC 3 , nous nous reporterons à 14$ . En attendant, 
nous pouvons toujours voir que : 

C 3 (v) < -54.957 r)+ 344 602.065 r/ 2 + 3 384 045.191 rf. 

Finalement, en notant C(tt) — Ci (77) + £2(77) + C 3 {rf) + Ca(jt), nous tirons de 
l'inégalité fondamentale : 

< ^(1 - n)gi (0)»7 log7o + a Q F(a - 1, 0) - aiF(a - fo, 0) + C{rj) 
soit encore 

. ^ a x F{o- ~ A), 0) - a F(a - 1, 0) - C(rf) 
f ff i(6»)(l - k) 

En fait, £(77) s'écrit sous la forme : 

ai r) + a 2 rj 2 + a 3 rj 3 , (8) 
où ai = -3915.260 , a 2 = 344 602.439 , a 3 = 5 799 250 .773. (9) 

Comme ai est une constante négative et a 2 et a 3 deux constantes positives, on 
voit facilement que C(rj) admet trois racines réelles dont une égale à zéro et les 
deux autres de signes opposés. C{rf) est donc successivement négatif puis positif 
sur [0, +oo[ et on obtient que C(tf) est négatif sur [0,770] en vérifiant que C(?7o) 
l'est : nous trouvons £(770) = —7.22827. 
La constante cherchée est ainsi donnée par 

4gi(fl)(i-«) (10) 

aiF(a-l3 ,0)-a F{a~ 1,0) 
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qu'on optimise en a. En notant uj = ^f-, le terme a\F(a — /3, 0) — aoF(a — 1, 0) 
s'avère être une fonction de u> que nous noterons A" : 

rdx{9) 



A» 



(aie - * - a )h e (t)e u ' t dt 



K est une fonction croissante sur [0,1], sa valeur optimale est donc en uj — 
fliog°4?Vfi) ' en vertu des hypothèses faites sur a et r\. Les données initiales 
r = 5.97484, R = 9.645908801 nous amène à Ro = 5.97485. Nous allons op- 
timiser notre résultat en réitérant les calculs : remplaçons R par la valeur R 
que nous venons de trouver et r par une valeur supérieure à celle que nous 
venons d'utiliser mais inférieure au futur Rq (nous procédons par tâtonnement). 
Les valeurs successives de r et R que nous obtenons ainsi forment deux suites 
décroissantes qui semblent tendre vers une valeur commune. Nous avons choisi 
de nous arrêter à une précision de 10 -5 pour la constante Ro, c'est à dire à la 
sixième étape. 

Nous donnons ci-dessous les valeurs successives prises pour r et R, ainsi que 
celles des paramètres 770 , k et 5 impliqués, et enfin celles trouvées pour Rq. 



R 


r 


m ■ 10 3 


K 


S 


Ro 


9.645908801 


5.97484 


7.63319 


0.438904 


0.620626 


5.974849075 


5.974849075 


5.73045 


7.95873 


0.438525 


0.620748 


5.730454010 


5.730454010 


5.70487 


7.99441 


0.438483 


0.620762 


5.704872616 


5.704872616 


5.70208 


7.99832 


0.438479 


0.620763 


5.702089881 


5.702089881 


5.70178 


7.99874 


0.438478 


0.620763 


5.701785245 


5.701785245 


5.70174 


7.99880 


0.438478 


0.620763 


5.701752890 



Nous pouvons ainsi prendre Rq = 5.70175. Nous remarquerons que cette valeur 
est assez proche de la valeur optimale calculée en ui = ■& et qui vaut 5.65267. 

Les calculs ont été menés à la fois sous MAPLE et sous PARI / GP avec une 
précision de 10 -28 et dans chacun des cas, nous retrouvons les résultats annon- 
cés. 

Nous précisons qu' en utilisant le polynôme de Rosser et Schoenfeld, c'est à dire 
8(0.9126 + cosî/) 2 (0.2766 + cosî/) 2 , et en prenant 9 — 1.848, nous trouvons pour 
R la valeur 5.70216. 

D'autre part, en ce qui concerne le choix de la valeur de 9, nous remarquons que 
le terme final étudié ifTÔjl A ^ç^ , est en fait une fonction dépendant uniquement 
des trois paramètres r, R et 9. Pour chaque étape décrite précédemment, c'est 
à dire pour chaque r et R choisi, nous pouvons donc calculer la valeur de en 
laquelle (ffïTTfl est optimal. 

En prenant pour données initiales r = 5.97145, R = 9.645908801, nous trouvons 
ainsi qu'en 9 = 1.85362 + 0*(1O~ 5 ), la valeur R vaut 5.97145 + O*(10- 5 ) et en 
réitérant le procédé : 



R 


9.645908801 5.97146 5.73009 5.70484 5.70210 5.70180 5.70176 


r 


5.97145 5.73008 5.70483 5.70208 5.70178 5.70174 5.70174 


9 


1.85362 1.84834 1.84781 1.84775 1.84774 1.84774 1.84774 


Ro 


5.97146 5.73009 5.70484 5.70210 5.70180 5.70176 5.70175 



Finalement, nous avons choisi par souci de clarté de fixer la valeur de 9 à 1.848, 
d'autant plus que cela n'influe pas sur la précision donnée au résultat final. 
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3 Préliminaires. 



Cette partie se décompose elle-même en deux. Tout d'abord nous établissons 
une formule explicite assez générale. Ensuite, nous étudions plus en détails la 
fonction F introduite en 

3.1 Formule explicite. 

Théorème 3.1. Soit <j> une fonction à valeurs complexes définie sur la droite 
réelle qui vérifie les conditions (A) et (B) suivantes : 

(A) <fi est continue et continuement dérivable sur K sauf en un nombre fini 
de points ai où <j)[x) et sa dérivée 4>'{x) n'ont que des discontinuités de 
première espèce et pour lesquels 4> vérifie la condition de la moyenne (i.e 



<t>{oi) = i[0(ai + O) + 0(ai-O)];. 
(B) Il existe b > tel que (i>{x)e x / 2 et 4>'{x)e x ' 2 soient £)( e -(i/2+fc)M) au 



voisinage de l'infini. 

Pour tout réel a < 1, vérifiant < a < b, <p(x) possède alors une transformée de 
Laplace 



qui est holomorphe dans la bande —(1 + a) < a < a et qui est 0(l/\t\) unifor- 
mément dans la bande — (1 + a) < a < a. 

Soient q un entier non nul et \ un caractère primitif de Dirichlet modulo q. 




Notons 5, 



si q = 1 

1 sinon 



et a = 



six(-l) = l 



. Nous avons alors 



Vi = 



1 sinon 



A(n)x(n)^(logn) = + $(0)) + -(1 - ô qA )(l - a)$(0) 



n>l 




1 f 1/2+iT «vT' /« + <»\*/ NJ 
+ lim — / 9?— (— — $(-s)ds 

T^+oo 2l7T J 1 /2-iT r V 2 / V ' 



Démonstration. 

D'après le théorème d'inversion de Laplace : 




Ainsi, par définition de j^(s,x) pour a > 1 et grâce au changement de variable 



s i * —s, nous pouvons écrire : 




5^A(n)x(n)^(logn) = — / - — (s, x M~s)ds. (11) 
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Soit T > 0, notons I(T) l'intégrale 

r l+a+iT T i 



77~ / —-{s,xM-s)ds. 

2tlT Jx+a-iT L 



L'intégration de — 77(5, x) ( î > (— s) sur le contour du rectangle formé par les droites 
a = 1 + a, a = —a, t = T,t= — T permet de réécrire I(T) : 



1 r — a+iT ti 

I(T) = ^- / - T (s, X M-s)d 



1 çl+a+iT L i 



- 77- / —-(s,xM-s)ds 
( -^$(-l) + i(l-M(l-a)*(0)+ E *(-e)) ( 12 ) 

Grâce à la condition (B), les deux dernières intégrales tendent vers lorsque T 
tend vers 00. De plus, l'équation fonctionnelle de L : 

= log ^ - ï (1 - s <* } + 2! r (— ) + T (—2—)} 

permet de décomposer la première intégrale en la somme des trois intégrales 
suivantes : 

MT) = / a+lT \ogU(- S )ds 

2î7T J_ a _ iT 7T 
-a+iT r , 



1 r — a+%1 jl 

1 r a+îT 1 rr' /s + a\ r'/i-s + axu. . , 



D'une part, le théorème d'inversion de Laplace permet d'écrire immédiatement : 

lim 7 1 (T) = 0(O)log^ (13) 

T^+oo 7T 

D'autre part, le développement de — k- en série de Dirichlet donne : 



L 

lim / 2 (T) = £^^(-logn) (14 ) 

n>l 



En ce qui concerne I3, déplaçons la droite d'intégration vers la droite a = 1/2 
sur laquelle T vérifie : 



îfrm + ï^)}-»^) 
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Grâce à la condition (B), nous obtenons : 

lim 7 3 (T) = — lim / 9£— ( ) $(-s)ds 

T^+oo ^ ' 2iT7 T^+oo J 1/2 _ iT T\ 2 / v ; 

+ (l-a)$(0) (15) 

Et Ju}, CEI, C3lj et CEI donnent ainsi l'égalité annoncée. □ 
Pour obtenir il ne reste plus qu'à prendre la partie réelle dans la formule 
du théorème 13. Il dans le cas q = 1 et s = a + it, où a priori a > 1, et 

_S(f(0)-f(y))e- ys siy>0 



M) 



sinon 



4> est alors une fonction de classe C 2 sur R qui vérifie bien la condition (B) et 
on a pour ïîz < Sfts : 

s — z (s — z) z 



s z s — 1 



où F 2 est la transformée de Laplace de /" . Il vient alors 

n>i \n>i eez(c) K / 

+ $tF(s-l)- Y, W(s-q) 



eez(Q 



La formule d'Hadamard (voir [H]) permet de réécrire le terme facteur de /(0) : 
or 3îi3 = - E ee z(0 K i donc 

*(-f<"-7V S 7^) = -5 1 ^ + ï4(l + 1 

L'identité ifïfij) devient : 

^E ^?/( lo g«) = /(o) f - J iogw + J»Ç (| + 1) ) 

n>l V / 

+ 5RF(s-l)- ^ »F(s-g) 



^Jl/2-ioo T\2J (s-zf s 2 
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Nous avons ici une égalité entre deux fonctions harmoniques sur le demi-plan 
Sîs > 1, mais les deux membres définissent des fonctions sur C tout entier 
(l'introduction de la partie réelle ôte les problèmes de convergence) ce qui fait 
que l'égalité reste vraie sur C. Ceci achève la démonstration de la proposition 

3.2 Étude de F. 

Nous étudions dans ce paragraphe le comportement de la fonction F qui, rappelons- 
le, dépend des paramètres 9 et r] : 



di(e),ri r di{e) /-xt\ fvt\ 

e~ xt cos(yt)f(t)dt = J exp [ J cos J h e (t)dt. 

Nous avons fixé 9 — 1.848 et les résultats numériques donnés ici sont calculés 
pour cette valeur. 

Lemme 3.2. Nous avons 

F(x,y)=r 1 g 1 (9) X + H(x,y) 
x z + y A 

où la fonction H vérifie 

M{xlr}) r) 2 rM<>) 
x 2 + y 



H(œ,y)\ < J"! ; > avec M (z)= I \ti e (u)\e-™du. 



De plus lorsque < z < j^hj\ , nous avons le développement suivant : 
521.632 - 212.574z < M{z) < 521.633 - 212.573z + 68.114z 2 , 
Sinon, la majoration par m/z donne une approximation de M suffisante où 

m = max \hl(u)\ = \hl(0)\ = 1322.86625 + O* (1(T 5 ). 

«e[o,di(0)] 

Démonstration. 
Rappelons que : 

/(O) , F 2 (s) 



F(s) 

s s* 

où F 2 est la transformée de laplace de / . Donc : 

F(x,y) = M -^fj- + -, ^ e-W/^â 
Lx + iy (x + iyyj 



Hn) t f d{6 ' n) (s 2 - V 2 ) cos(ty) - 2xy smjty) t ,, 

~ n) x 2 +y 2+ J (x 2 +y™ 

Notons H le reste et majorons le : 



») = /*" fe^^jggsM .-..,-,,) dt (17) 

jo + y ) 

L'inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne 



(x 2 - y 2 ) cos(ty) - 2xysm(ty)\ < \/(x 2 - y 2 ) 2 + {2xy) 2 = x 2 + y 2 
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et par conséquent 



1 



Wx,y)\<-â— T / e-*\f (t)\dt 

x + y Jo 

Par définition de /, f"(t) = rj 3 h" s (r]t) , donc un changement de variable donne 

que l'intégrale de droite est égale à rj 2 J^ 1 ^ \h' (u)\e~~ u du. 

De plus, les inégalités élémentaires l — t< e~ l < 1 — valables pour t > — 1, 
nous donnent l'encadrement annoncé pour M(z), ce qui achève la démonstration 
du lemme. □ 

Nous aurons besoin au naragranhe 14 . Il d 'u ne estimation plus précise de H(x,y) 
lorsque y tend vers l'infini : 

Lemme 3.3. Nous avons 

s \x\\x 2 - 3y 2 | Mxix/rùrf 



(a; 2 +î, 2 ) 3 (x 2 + y 2 ) 3 / 2 
f h{9) (S) 

avec Mi (z) = / \hf ] {u)\e~ zu du. 
Jo 

De plus lorsque < z < ^jm , nous avons le développement suivant : 

2526.445 - 1087.743z < Mt(z) < 2526.446 - 1087.742z + 348.8082 2 , 
Sinon, la majoration par ra\ / z donne une approximation de M\ suffisante avec 
m x = max \hf\u)\ = 4135.12706 + O*(10~ 5 ). 

Démonstration. 

En intégrant par parties 

/ i mm) \ 

H(x,y)=u( ¥TW l e-^f(t)dt) 

nous obtenons 



- KOT + râr''' )e " ,i+, " ,,/<3,(f)<ii ) 
= / - (0) ^-% 2 ) 



+ 



(x 2 + y 2 ) 3 

x[x 2 _ 3y2) cos( ^) _ y{y 2 _ 3x 2) Myt) _ x 

(x 2 +y 2 r 1 [) 



En achevant la preuve comme celle du lemme ROI nous montrons ainsi que : 

„, \ . h « fn , 3 \x\\x 2 -3y 2 \ V 3 f d ^ (3)(u) 

(ar + îr) d {x 2 + y 2 ) d ' 2 J a 



□ 
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Dorénavant, nous opérons à y > fixé. D'après le résultat ci-dessus, nous pou- 
vons espérer que , pour x G [0, +00 [, la fonction x 1— > F(a;, y) se comporte comme 
la fonction x 1— » -jf-r, c'est à dire qu'elle croisse jusqu' à une valeur proche de 

X ~\-y 

y puis décroisse ensuite. Lorsque y — 0, il est immédiat de voir que la fonction 
est décroissante et tend vers en l'infini. Lorsque y est strictement positif, on 
a le lemme suivant : 

Lemme 3.4. Pour tout y > l'application F(-,y) décroît sur [x 2 {t], y), +oo[ 
avec X2(rj,y) — £3(11) + \/v 2 + e \(j]), ^C 7 ?) = 7.857?7. Par ailleurs, pour tout 
y > l'application F(-,y) croît sur [0, Xi(r),y)] avec Xx(r),y) = \y — £\{j\) + 

\J [\v ~ £ i{ r l)) 2 ~ £ 2{v) pourvu que la quantité sous la racine soit positive ou 

nulle, où nous avons posé £i(rf) = 4.99?7 et s 2 (r)) = 5.735?y. 

Démonstration. 

Reprenons H de la démonstration précédente donné par I|17J1 . Il vient 
—H(x y) = ( - i- (x2 " lj2) C ° S{ty) ~ 2 ^ sin ^) 



e~ xt p(t)dt. 



dx ' Jo \ (x 2 + y 2 ) 2 

x(x 2 - 3y 2 ) cos(ty) - y(3x 2 - y 2 ) sin(ty) 



(x 2 + y 2 ) 3 , 
Nous utilisons encore l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour montrer que : 

\2x(x 2 - 3y 2 ) cos(ty) - 2y{3x 2 - y 2 ) sin(%)| < 2{x 2 + y 2 f /2 
ainsi que le lemme EOl pour obtenir 
d 



dx H{x,y) 



d{e,v) f 1 \ 

* / ^^\^ + wTyw^r xtdt 

M 2 (x/y) 2 M{xM) 



x 2 + y 2 [x 2 + y 2 ) 3 / 2 

fdl(0) 

où M 2 {z)= \h' e (u)\ue- zu du < Wuh'^/z. 



Supposons x > y. Puisque 



nous pouvons garantir que -^F(x,y) < dès que 



gi{6){y 2 - x 2 ) + M 2 (x/ V ){x 2 + y 2 ) + 2 V M(x/r 1 )^x 2 + y 2 < 
ce qui est impliqué par 

gi (6)(y 2 - x 2 ) + 2ï7(||u/4|U + V^Wh'^x < 
avec llu/i^lU < 423.867 et Wh'/.h < 521.633. 



x > 2:2(17, y) = £3(77) + \Jy 2 + ej(r)) 
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avec £3(7?) = 7.857?y > 



9i(0) 

À partir de i|18|) . nous pouvons aussi garantir que J^F(x,y) > dès que x < y 



et gi{0)(y 2 - a; 2 ) - M 2 (x/r]){x 2 + y 2 ) - 2r]M{x/r])y/x 2 + y 2 > 
ce qui est impliqué par 

9l (9)(y 2 - x 2 ) - r,\\uhUoo— - 2^\\U' e \\ x y > 0. 



Comme nous n'aurons pas besoin d'un résultat très performant, nous nous con- 
tentons de noter que y 2 — xy < y 2 — x 2 , ce qui nous laisse avec 

gi (0){y - x)x - 2» ? ||«/#|| 0O ï/ - 2V2r 1 \\h l l j \\ l x > 

et il nous suffit maintenant d'avoir 

x 2 - {y - 9.9807y)x + 5.7357 ? î/ < 0. 

□ 

3.3 Étude de 

Dans la suite nous allons avoir besoin d'une estimation du terme îî-yr- pour 
étudier les termes Ai et A 2 . C'est l'objet des deux lemmes suivants. 

Lemme 3.5. Soient S E [0, 1], k € [0, x/(x + ô)] et < xq < x < x\ < yo, 
alors : 

( x , ;V\ .. f x + ô Ki V 



< 



2 2/ 
r 1 (x ,x 1 ,y ) si < |y| < y 

(1 - K)log| + min (r 2 (x Q ,x 1 ,y ),r 3 (x ,xi,y )j si |y| > y 



où T\, r 2 et T3 sont respectivement définis en \21\l . \2ty . \2ffy. 
Démonstration. 

Pour la suite, notons ip K ^(x, y) la différence 5R^r f § + if ^ — k ïftÇr ^^y^ + if 

Nous allons approcher le terme Sft^r ( § + i§ J de deux façons différentes qui sont 

plus ou moins efficaces selon la taille de \y\. 

Utilisons l'identité donnée par K.Mc.Curley (Cf. ^B) : 

M T' /x y\ 1, (x 2 y 2 \ x M f +oc (u- lu] - 1/2) , , x 

(-+»£ = -log( — + !L- )-— - + 5R / i 1 ' ' du 19 

r\2 2/ 2 V4 4/ x 2 +î/ 2 7 (m I a: +^ ) 2 



avec le terme intégral qui satisfait : 



3Î 



+ OO 



(« - [u] - 1/2) 



„ 4- — 'Ji 



1 y 

au < — arctan — 
y x 
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Ill9fl permet ainsi de majorer ip Kt s(x,y) par R\(x,y) défini par : 



2 log lT + TJ~2 log ( 



(x + ô) 2 y 2 
4 4 



/ x x + d \ 1 / y y \ , . 

- x - K -, r-^ r + - arctan — + k arctan (20) 

\x 2 + y 2 (x + <5) 2 +y 2 / yV x a: + 5/ 

Nous allons maintenant distinguer les cas où y est borné (0 < \y\ < yo) et où y 
est "grand" (|y| > yo). Dans le premier cas, nous majorons ^ arctan | par ~ et 
nous obtenons 



Rx(x, y) < n( Xo , Xl ,y ) = log (£l±ÉL + |) 

xq 1 2k 
1 1 

x\ + Va x o %o + S 



si < \y\ < y (21) 



Dans le second cas, Sft^r (^f + «f J P eu t être approché par log \y\. Nous réécrivons 
Ri(x,y) : 

\v\ 

Ri{x,y) = {l-K)log l -f + R 2 (x,y) 

, . 1 /X 2 \ K, / (x + S) 2 

avec ^2(2;,?/) = 2 lo g(p- + !J - 2 g V — y 1 h 

/ x x + S \ 1 / y y \ . 

- ^5 5- - k 7 rr^ 5- J + - arctan - + n arctan (22) 

Va; 2 +y 2 (x + <5) 2 + y 2 / yV x a; + 5/ v ' 

Comme l'application y 1— > ^ arctan ^ est positive et décroissante ainsi que y 1— » 
a-a+^a - K ( x +5)'i +y i puisque k < nous obtenons pour le terme d'erreur : 



_ . . . , 1 — K /(Xl+Ô) 2 \ 1 / 

R2{x,y) < r 2 {xo,xi,yo) = - log 5 h 1 H arctan 



2/5 7 2/0 ^ bi 

+ k arctan — ^— -) si lyl > yo (23) 
xi + / 

L'égalité suivante donne une autre majoration pour le terme d'erreur : 

T' x 
9E— (a: + iy) = log |y| - + fl(s, y) (y 2 > x 2 , x > 0) (24) 

1 2(x z + y z ) 

avec |i^y)|<_L^ + |L_ 

Et donc : 

lyl lyl 

ipK,5{x,y) < (1 - «Olog— - + R 3 {x,y) < (1 - K)log— - +r 3 (x ,x 1 ,yo) 



R ( ) f ^ CE + (5 \^1/1^K\ 

Vx 2 -fy 2 (x + ô) 2 + y 2 / 3y Va; x + 5/ 

+ 2 ^(^ 2 + ^ + <5) 2 ) (25) 
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r 3 (a;o,Zi,yo) = H ~T~x) + TT? ( x ï + K i x l + ô ) 2 ) 

3y a V x x + 6 J 2wg \ ) 



(26) 
□ 



Lemme 3.6. Nous avons : 



4(ï + 4)I^ t ) 



èloSîT^ + î+frï-f si \T\<l/2 



1<J ë> 2 1+4T 2 



Démonstration. 

Pour la suite, nous désignerons par Ri(T) l'application T i— > _Rj(l/2,T, 0, 0). 
1. Si \T\ < 1/2, nous avons grâce au lemme ETÏÏ1 : 



*r(ï + t 2 



< \Ri(T)\ 



(27) 



1 



^( r ) = 7T 1 og(^ + -)- 



1 



1 



1 + 4T 2 T 



— arctan(2T) 



i?i est négative sur [0, 1/2], donc ll27l devient 



4(i + 4)N-^ (T) ^ log (r 
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4T 2 



2. Si |T| > 1/2, l'égalité J2U nous donne : 



,r /i 



r V4 



\T\ 



îî— ( — + i— ) = log -— - — 



et donc 



1Î 



r' /l 



T V4 



.T 



< 



log 



ITI 



1 + 4T 2 



1 + 4T 2 



1 + 4T 2 



- 77 (28) 



m 1 |T| 



2 1 
3ÎTÏ + 8T 2 



(29) 
□ 



4 Preuves 

Dans ce paragraphe, nous commençons par étudier la somme sur les zéros de 
Zêta. Le résultat fondamental de la proposition 14.21 permet de régler le cas des 
zéros de partie réelle parcourant [1 — cr, a] par un argument de positivité. 
Nous introduisons à cette occasion les conditions numériques suivantes sur les 
paramètres K et S : 

0<n< 0.4389 et S> 0.62063, 

ce qui nous permet d'obtenir les approximations numériques annoncées aux 
propositions E2 EU O et ESI 

Nous rappelons à cette occasion les valeurs que nous avons fixées pour les 
paramètres de départ Xb, R, 9 et r : 

T a = 3330657430.697, R = 9.645908801, 
9 = 1.848, r = 5.97484, 
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ainsi que celles que nous obtenons pour les variables intermédiaires dont nous 
avons besoin ici : 

gi (0) = 147.84112, a a = 0.99555, r) = 0.00913, 
m = 1322.86625, m\ = 4135.12706, 
M(0) = 521.632466, M(-l) = 822.67426. 

4.1 Étude de la somme sur les zéros 

Nous cherchons à localiser le zéro qq — (3q + ijo. Pour cela, et c'est l'objet de ce 
premier paragraphe, nous l'isolons dans la somme 

4 

y^Qfc ^ D(cr + ik-f Q - g). 

k=0 gEZ(Ç) 

4.1.1 Cas k — 1 et g G {go, 1 — Pol : 

Le terme D{a — (3q) + D(a — 1 + (3 ) donné par 

D(a-/3 ) = F((7-/? ,0)- k F (a - /3 + S, 0) 
et D(a-l + /3b) = F((T- l + /3 ,0) - /c F(cr - 1 + /3 + £, 0) 

est en fait proche de F (a — (3q, 0) à un 0{q) près. 

En effet, d'après la décroissance de l'application x i— » F(a;,0) et le lemme l3~2l 
nous avons : 

F(a - 1 + O + S, 0) < F(l - m +S, 0) 

F(<r - A) + <5, 0) 
F((t-1 + /3 0j 0) 

Et donc : 

D(<r - /3b) + £>(<r - 1 + A>) > F(<7 - A), 0) 

+ (aiflOq- W) - +î -JL_) glW , 7+ (1+ (l _ ^ + ^ )3 )w) 

(30) 

Nous étudions maintenant le reste de la somme et nous allons montrer, grâce 
aux propositions 14.21 et 14.41 qu'en fait il est d'ordre 0(rj 2 ). 



< 



m 



< F(S,0) > + - V " 
> F{l^)>g 1 {6)i 1 ~mif 
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4.1.2 Cas (k = 0, 2, 3, 4) ou (k = 1 et p g {p , 1 - pô}). 

Les zéros de £ étant symétriques par rapport à l'axe réel et à l'axe 9?s = 1/2, 
nous avons : 

D(a + ik-y - g) = - ^ [z>(<r + ife7o - g) + Z>(cr - 1 + iky + ë) 
= \ E [^-/9 + ^7o-7)) + £>(^-l+/3 + ^7o-7)) 



eez(c) 

0>l/2 



+ E ^-3+^0-7)) 



0=1/2 

L'argument de positivité de la proposition suivante nous permet d'éliminer une 
grande partie des zéros. Nous généralisons à la transformée de Laplace F le 
résultat de Stechkin (voir ^^1) : 

Lemme 4.1 (Stechkin - 1970). 



Pour € [A, 1], y > 0, a > 1 et r = 

»(— i 

Ver - 1 + 



nous avons 



R( ^- U î r) ^r-^ ^ r) >0. 



a-0 + iy ^5 (r - /3 + iy) > \a-l + + iy y/E (r - 1 + + iy) 
Proposition 4.2. 

Powr € [|, cr] et y > 0, nous avons 

D(<T - + iy) + D(<7 -l + + iy)>O 

dès que < k < 0.4389 et <5 > 0.62063. 
Démonstration. 

Nous cherchons le plus grand k tel que 

D(a -fi + iy) + D(a - 1 + + iy) > 0. 
C'est à dire que nous cherchons à minorer la fonction suivante : 

F(a-0,y) + F(a-l + 0,y) 



Q(P + iy) 



F(a + ô-0,y)+F(a + ô-l + 0,y) 



Nous allons tout d'abord montrer que le numérateur de Q ne s'annule jamais 
sur C, ce qui signifiera que Q, en tant que quotient de parties réelles de fonctions 
entières, est une fonction harmonique sur C : la positivité de F implique que 
F (a + 8 — 0, y) + F (a — 1 + ô + 0, y) s'annule si et seulement si F(a + S — f3, y) et 
F (a — 1 + 5 + 0, y) s'annulent. En utilisant les majorations du lemme l3~2l nous 
obtenons les deux inégalités : 

gi {6){a - 13 + 8) mrft <Q 



(a - (3 + 8f + y 2 (a - + 8){{a - (3 + 8) 2 + y 2 ) 
gi {6)(cr - 1 + f3 + 8) mr)l 



{a - 1 + + ô) 2 + y 2 {a-l + + ô){{a-l + + ô) 2 + y 2 ) 



< 
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ce qui équivaut à ce que \<j — j3 + ô\ et \a — 1 + /3 + ô\ soient tous deux majorés 
par ^/ g "g) 770 et donc que ô soit majoré par le terme négatif \J g ^g) r lo + 1/2 — 17 , 
ce qui est absurde. 

Nous pouvons maintenant appliquer le principe du maximum à Q : nous 
constatons d'une part qu'il suffit de chercher son minimum sur un contour 
pour l'obtenir à l'intérieur du dit contour, d'autre part que l'application yo l_ > 
niin 1 _ (T < / 3< (T! | a |<j /0 Q(/3 + iy) est décroissante sur [0, +oo[. Nous pouvons donc 
supposer yo assez grand, au moins supérieur à a — f3 et a — l + ô (nous prendrons 
Ho > 10)- Par ailleurs, en prenant pour domaine \y\ < yo et 1 — a < (3 < a, 
comme Q(l — z) = Q{z) et Q(z) — Q(z), il nous suffit de nous restreindre aux 
deux côtés : (y = yo, 1/2 < (3 < a) et (0 < y < yo, P = c)- Dans le premier 
cas, nous minorons Q(f3 + iyo) par le terme Qi(c, (3, yo) ■ 



(a-l+P) 



S )-H(a-[3,y )-H(a-l + f3,y ) 



,,,, ,HU 



+ )+H(a-[3 + ô,y ) + H(cT-l + p + ô, y ) 



et nous minorons chaque valeur de H grâce au lemme 13.31 : 

3mî/gr? 4 Mi(0)r] 3 



H(a-(3,y ) < 



+ 



((a-/3)2 +2/ 2)3 {{a _ p) 2 +y 2 )3 /2 



^0, 



H(a-1+P,y ) < 



Vo 

3my^ 3 (a - 1 + (3) 



< 



H(a-p + ô,y ) < 



< 



{{a-l + f3Y+ylf 

{Zm I mir, ° W n 
l 3m+ ao~l/2)yf 

Zmylrfja- (3 + 5) 
((a -(3 + ôf+ylf "+ 

^3m - 



mi f] 4 /(a-l + f3) 

((a-1 + / 3)2 +% 2)3/2 



m\T{ I (a — (3 + ô) 

{{a _P + S )2 + y2 o) 3/2 



m iVo\Vo 



H(a-l + l3 + ô,yo) < 



3my^(a - 1 + (3 + ô) 



m ir] 4 /(a-l + f3 + ô) 



((a- 1 + /? + 5)2 + 2,2)3 ( ((T + + «5)2 + ^)3/2 



< 



3m 



TOl770 \ 



nous avons ainsi : 



lO,/?,î/o) > 



.91(^(2^-1)^- 


(3m + 3m % + Mi(0))% 2 + Tyi^^o 


j_ 


ffl(0)(2cr + 2tf-l) + 


6m7? 2 + 2^3" 


yo 



Nous voyons facilement que le terme de droite est une fonction croissante en la 
variable a, donc on peut la minorer par sa valeur en (Tq, valeur que nous noterons 
Ki(yo,ô). Regardons maintenant Q sur l'autre côté < y < yo , (3 = a. Nous 
allons utiliser le lemme l3~2l nour F(2a — l,y), F(S 7 y) et F(2a — l + S, y). Pour 
F(0,y), le lemme ne suffit plus lorsque y est proche de 0. A la place, nous 
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utilisons la positivité de F et nous minorons ainsi Q(a + iy) par : 
1 0i(0)(2tr-l)-m»jg/(2<7-l) 



(2a-l) 2 +V 2 S gi (8)+m n ? t /5 , (2a-l+S) gi (0)+rnr 1 ^/(2a-l+6) 



puis par 

Q 2 (y) 



1 gi (0)(l-2r) O )-m V 2 o /(l-2r}o) 



1 



_|_ y 2 6 gi (0)+m V %/6 {S+l) gi (e)+ mV 2 Q /(S+l-2i lQ ) 
I («5+l-2r )0 ) 2 +?/ 2 



^TP 1 (<5+l-2r )0 ) 2 +2/ 2 

Nous étudions le sens de variation de Q 2 et pour cela regardons le signe du 
dénominateur de sa dérivée. A un facteur positif près, nous trouvons le trinôme 
du second degré suivant : Qs(y) = d^y 1 + di(6)y + do, où les di sont des fonctions 
polynômes de S. d 2 est positif pour 6 < 0.07, négatif sinon et le discriminant 
de Qz est toujours positif pour 5 > 0.03. Supposons S > 0.07. Alors Qz{y) > 
est successivement positive puis négative sur [0, +oo[ et donc Q2 est d'abord 
croissante puis décroissante et son minimum est à déterminer entre Q2(0) et 
Q2(ya)- En fait nous pouvons même regarder sans trop de perte la limite de Q2 
en l'infini au lieu de Qa(î/o)- Nous noterons respectivement ces valeurs k 2 (<5) et 
k 3 (ô) : 

«2(5) = T ; r : = T—^+°( r l0) (31) 

(l + 2% 1 (#) + (i + ÎT ^)m^ 1 + 2* 

K 3(à) = 7 : r -, r = ~ — + 0(770) 

(j + { i + l% a )± )9M + + ( 1+s ï* K> )* )mriï s + T+s 

(32) 

En remarquant que Ki(-, ô) est une fonction décroissante et que K%{S) < Ki(W, S), 
nous voyons qu'il ne reste plus pour conclure qu'à choisir la valeur optimale de 
min(K 2 (<5), k 3 (<5)) lorsque ô 6 [0,1]. A un 0(770) près, nous prenons donc S tel 
que : 

1 1 1 
— = -, 7— et donc k — — 

1 + 2(5 1 + TTs 1 + 20 

C'est à dire qu'à un 0(770) près, S = ^f 1 = 0.61803 + O* (10~ 5 ) et k = ^= = 
0.44721 + C>*(10~ 5 ). Les calculs exacts donnent : 

5 = 0.62063 + O*(10" 5 ) et k = 0.4389 + 0*(1O~ 5 ). 

□ 

Dans la suite de cette section, nous posons y fc = \kT — j\. Il reste à étudier le 
cas où (3 <E [a, 1], ou plutôt celui où y% > tç,, puisque a > 1 — jn os ^kT +t ) e ^ 
/3 < 1 — 7^ — • Nous utiliserons le lemme préliminaire suivant pour montrer la 
proposition I4?4I ci-après. 

Lemme 4.3. Pour tout to > 1, 

^ 1 „ jc 30 (0) = 0.098 1 78 si t = 0, 
e h{0 (7 ~ É)2 ~ \ c 3o(t) défini en © si i > *i, 

|7-*I>*0 

oh ii es/j Za pZî/s petite partie imaginaire des zéros de zeta : t\ = 14.134725146. 
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Démonstration. 

Tout d'abord, remarquons que la somme à étudier prend sa valeur maximale 
en to = 1. Notons £(i) cette nouvelle somme et N(u) le nombre de zéros non 
triviaux de Ç de partie imaginaire dans [0, u]. D'après le théorème de Backlund 
(cf. P), N(u) vérifie : 

N(u) - — logl—) < 0.1371ogu + 0.443 loglogw + 5.225, (u > ti) . 
2tt \2ne/ 

Nous en déduisons cette inégalité plus pratique pour les applications numériques 
que nous voulons mener par la suite : 

N 2 (u) < N{u) < iVi(u) , u > h (33) 

U / u \ 

avec NUu) = — log — + 0.29992 logu + 5.225 (34) 
2ir \2ire/ 
u / u \ 

et N 2 (u) = — logl — ) - 0.29992 logu - 5.225. (35) 
2n \2ne/ 

- Dans le cas où t = 0, comme il n'y a pas de zéros de zeta de partie 
imaginaire inférieure à t\, nous avons l'égalité : 



et les majorations successives suivantes : 

f+co j »t/.,\ r+oo 



£(0)<2f~^=4f~^< 0.098178. 



(36) 



Dans le cas où t > 0, nous avons 



£«)</ fM=/ M (37) 

yiu-ti>i {u-ty j u >t+i [u-ty j u < t -i {u-ty 

Nous rappelons que nous voulons effectuer les calculs pour t > T . On a 
donc t\ < t — 1, ce qui annule la seconde intégrale pour les valeurs de u 
dans [— tijti] et finalement nous estimons les trois intégrales suivantes en 
utilisant (SU!) : 

- ll dN(-u) n f + °° N{u) , n f +oa N^u) 

OO 

t-1 



(u-ty j tl (u + ty - j tl ( u + t) 

dN(u) ^ ATU r l N 2 (u) 



(u-t) 



2 



+°° a!N(u) Ar/ . „ f + °° Nxtu) , 

On note respectivement Ji(t), hit), J^if) les trois termes de droite ci- 
dessus et C3o(i) la majoration suivante de leur somme : 

ts n f + °° N i(u) , „ f*' 1 N 2 {u) , „ [ + °° JVifu) , 

(38) 
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Remarquons que C3o(£) = O (logi). En effet, en intégrant dans la relation 
(13811 les approximations iVj(it) = logw + O (u), i = 1, 2, nous obtenons : 

+°° iVi(u) , *log(t + *i) „ /1\ 



_JVi(u) 

t+i 



ilog (t- 


f h) 


4?r (t + 


h) 2 


i 3 log (t 


-1) 


4tt (i- 




ilog (t- 


M) 


47T 



(i-u) 3 47r(t-t!) 2 4tt 



et c 30 (t) = ^ log + O (logi) = i + ° ( lo g^ = ( lo §^ 



□ 



Proposition 4.4. 

[D(<T -(3 + iy k ) +D(a-l + (3 + iy k ) 

Vk>to 

^ (M(0)c 30 (kT ) 2 (l + 2 K )mc 30 (fcT ) 3 \ 
M 2 11 + 2^1 11 ) 

Démonstration. 

D'après la majoration de F établie au paragraphe 13 .21 nous avons : 



E [d{<t -(3 + iy k ) + D(a-l + (3 + iy k ) 



Vk>to 



1 



Vk>to 



a- (3 + iy k a - 1 + + iy k 



a — (3 + 5 + iy k a - 1 + (3 + S + iy k 
E (\H(a-f3,y k )\+\H(a-l + j3,y k )\ 



Vk>to 

+ K\H(a-0 + ô,y k )\+K\H(a-l + P + ô,y k )\^ (39) 

\fb — 1 

Le terme général de la première somme est positif puisque 5 > — - — , d'après 

le lemme de Stechkin (cf. lemme 2, [1.9;). Il reste à minorer la seconde somme 
de ll39l) . Or le lemme l3~2l permet de majorer respectivement \H(a — (3,y k )\ par 

^^r, 2 , puis \H(a-l + /3,y k )\, \H{a - (3 + ô,y k )\ et \H(a - 1 + /3 + S, y k )\ 

Vk 
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par 



■rf. L'inégalité l(39l) devient alors 



[d(<t -(3 + iy k ) + D{a-l + /3 + iy k ) 



f?6Z(C) 
Vk>to 



> 



.2 "H S ^ (40) 

2/fe>*0 



Le lemme FOI nous fournit une majoration de la somme de droite et donc l|40|) 
devient l'inégalité annoncée. □ 

On finit la preuve de la proposition 12.51 en déduisant tout d'abord de la propo- 
sition 14.41 que 

4 

a k Y. [ D ( a ~ P + u ^ + D(a-l + /3 + iy k )] > -CM - C 32 { v )k (41) 

fe=0 g€Z{Ç) 
Vk>to 



1 



m 



avec CM = ~ M(0) 77 2 + — 

ZI <7q — 1 1 1 



y j a.kCza{kT ) 



k=0 



CM) 



(70-1/ 



— J2a k c 30 (kT Q ): 



k=Q 



(Nous rappelons que C30 est défini au lemme FOl l 

La proposition 14.21 les inégalités ijâÔl) et ijUTl donnent finalement : 



(42) 
(43) 



J2^k Y, [D((T-P + iyk) + D{cT-l+i3 + iy k ) a t F[rr- .A,.l))-C' :i |;,| 



avec £3(77) = ai 



(G + ï^^)- 9l( ^ + (^ + (I^ 



<5) E 



g mi] K 



gi{9) rj — mrj 



+ C 31 ( V )+CM)k (44) 



Ainsi, £3(77) s'écrit sous forme polynômiale : 



P1V+P2V 2 +P3V 3 , 



où pi = aigi(9) ( ( 7 + ! 1 



S l-T)o+ S 



P2 



M(0) 



^ CtfcC3o(fcîo) 



fc=0 



et P3 = ô 3W 1 Y] afcC 3 o(fcîo) 
2c -lf—' 



(i\Tn 



k=0 



5 3 (1 - 770 + 5) 3 



K- 1 



(45) 



Les conditions imposées à k et 5 en (EJ impliquent que pi est négative et p 2 et 
P3 positives. 
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Et avec les valeurs numériques choisies au début du paragraphe, on a plus ex- 
actment : 

Pi = -54.957 , p 2 = 344 602.065 , p 3 = 3 384 045.191. 



4.2 Étude de Ai - Preuve de la proposition 12.21 : 

Rappelons que le terme étudié est Ai (s) = Ti(s) — k 7\(s + ô) , où 

i„r' /s 



T 1 ( S ) = -ilo g7 r + i4(| + l) 



Lemme 4.5. 

Ai (tr + ifcTd) < ci(fc) 

ir'/3\ kV fa + ô 1 
a«e C ci( ) = -— l 0g7 r+--y---(^- + l 

1 — K 27T 1 

ci(fc) = ^— log— + - min (r 2 (o- + 2,3, fcr ),r 3 ((To + 2,3, fcT )) s« fe > 1. 

Nous rappelons que r 2 et r 3 ont été définis en l|23j) et l(26l) . 
TPémonsiraù'on. 

• Si fe = 0, nous avons immédiatement grâce à la croissance de $tjr sur 
[0;+oo[: 

Ai(.) < -_]og,r + —(-) -^(V^^ 

• Si fc > 1, utilisons le lemme lÏÏTBI en prenant xo = ctq+2, .ti = 3 et yo = kTo : 

Ai(cr + ife7o) < log7o + log ^- 

+ ~ min(r 2 (<To + 2, 3, fcT ),r 3 (<7 + 2, 3, kT Q j) < — ^ log 7o + ci(fe) 



□ 



où les ci(fc) sont des constantes négatives. 
Ainsi, en sommant le lemme l4~5l nour k = 0, 1, 2, 3, 4 : 

4 . 4 

a fc Ai (a + ik-f ) < log7 + ci avec ci=^a fe ci(fc) (46) 

fe=0 fc=0 

et donc 

4 . 

/(0) ^a fc Ai(a + ifc 7o ) < -(1-K)gi{0) tj log 7o + Ci (77) 

où Ci est la fonction négative donnée par : 

Ci (77) = cisi(0) < -2718.9137? (47) 
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4.3 Étude de D(s — 1) - Preuve de la proposition 12.31 : 

Rappelons que D(a — 1 + it) = F(a — 1, t) — k F(a — 1 + 5, t). Nous montrons 
tout d'abord une proposition intermédiaire : 

Proposition 4.6. 



< F(a - 1, 0) - (238.212, 5 533.81 V) si t = 
' (-20.991,+ 1403. 284, 2 )/t 2 si t > T 



Démonstration. 

Nous utilisons simplement les majorations du lemme IÏÏ""*"I Dans le cas où t = 0, 
nous avons alors : 

D{a - 1) = F(er - 1, 0) - k F(a - 1 + ô, 0) 

1,0)- K^-^ 3 ) (49) 

et dans le cas où t > Tq : 

F(a-l,t)-KF(a-l + ô,t)< M(-1)|J - (.gi (fl) ^ =^ + - r? - m, 2 ) £ (50) 

Par conséquent, avec les valeurs choisies en début de paragraphe, nous avons 
la majoration explicite : D{a - 1 + it) < (-20.991, + 1403.284, 2 )/^ 2 , ce qui 
termine la preuve de la proposition. □ 

Finalement, en prenant t = kj dans 1(4*9)1 et l"5f)l) avec successivement k = 
0, 1, 2, 3, 4, la proposition 14. 61 permet d'achever la preuve de la proposition 127 

4 

a k D{a - 1 + ik l0 ) < a F{a -1,0)+ C 2 (,) 

k=0 

où C 2 (,) s'écrit sous la forme polynômiale 

£2(7?) = 9i V + 92 v 2 + ?3 v 3 , 
avec çi = -k | a ^— + —s— 2^ jr^ < , 



2 ^(fcT ) 

4 



î2 = (Af(-l) + HE(^)ï^ et ?3=ao^^>0, (51) 



et ici 91 = -1 141.389 , q 2 = 2.794 • 10" 15 , 93 = 26 515.117 



4.4 Étude du reste A 2 - Preuve de la proposition 12.41 

Rappelons que A 2 (s) = T 2 (s) — k T 2 (s + S), avec • 

1 f + °° P/1 T\ 
T2(S)= 2^ /_ S KY\4 +l 2) Hia ~ 1/2 ' t ~ T)dT + H{a ' t) 
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Lemme 4.7. 

A 2 (cr + kijo) < Ci{r],k) 
avec £4(77, fc) = £41(77, fc) + £42(77, /c) 
o« £41(77, k) et £42(77, £;) sont définis en \5ty) et \54\j - 
Démonstration. 



1. Étudions d'abord le terme intégral. 

" + °° ,r'/l , A T^F 2 {x-i{T-y)) 



r+00 y' n T\ 



dT 



< 



(x - i{T - y)) 2 
+00 r , j T 

r U 2/ 



F 2 (z-i(T-y)) 



(a;-i(T-y))2 



«iT 



Comme 

>F 2 (a- 1/2 -i(T-t)) 



3Î- 









/ 




■7 



T 



(a - l/2-i(T-t)) 2 

«ilW e -xt/r) 

h"(t)— — -dt 



r di{8) h » r.s ( x -i{T-v))t/i) 



(a;-i(T-»))2 



di (9) 



x 2 + (T-y) 2 
D'après le théorème de Fubini, nous avons : 

t F 2 (x - i(T - y)) 



\h»{t)\ 



-xt/r) 



x 2 + (T — y} 



-dt 



+00 r , j T 



r V4 



(x-i(T-y))ï 



dT 



< 



+00 r / x T 

*rU +, 2 



?y 2 M 



©r;i4(ï + 4) 



.t 2 + (T - y) 2 
1 



x 2 + (T - y) 



dtdT 
-dT 



Enfin, en majorant 
obtenons : 



r' 



grâce au lemme 18,61 et M(j ) par ^77 nous 



1 

2^ 



F 2 {x-i{T-y)) 
(x - i(T - y)) 2 



dT 



< 



2irx 



+00 



Uo(T) 



x 2 + (T- y) 



-dT = 640(77,3:, y) 



Notons que si l'intégrale qui intervient est de l'ordre de logt, le rf qui 
la précède est de l'ordre de 1/ log 3 t ce qui fait qu'il est facile de montrer 
que cette quantité est décroissante en t et qu'elle est donc majorée par 
(740(77, x, kT ). Notons 



641(77, k) = C4o(t7, ^0 - 1/2, kti) + n 640(77, «jo - 1/2 + S, ktx) (52) 
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2. Il nous reste à approcher H(a, k^o) grâce au lemme l3~2l : 

\H(a,k l0 )\ + K \H(a + 5,kj )\ <C 42 (r],k) 



(53) 



A + 7 — xâvt I m ?7 3 si k = 



Finalement : 

4 



k=0 

4 

où Ci(r)) — afe ^41(77, /s) + C^ii], k)j est toujours positive. (55) 
C 4 (î?) < 2.3887 ■ 10 6 ï7 3 . 

□ 



Nous détaillons ci-dessous les étapes consécutives des calculs. Nous donnons 
les valeurs successives prises pour r et R, ainsi que celles des paramètres r] , k 
et 5 impliqués et enfin celles trouvées pour i? - 
Nous donnons aussi le terme reste 

C(r/) = Ci(ri) + C 2 {rj) + C 3 (7?) +C 4 (r?) = ai ?? + a 2 7/ 2 + a 3 r] 3 , 

où ai est négative sous la condition QJ, et a 2 et 03 sont toujours positives. 
Ainsi, comme on l'a expliqué au paragraphe 12.41 C{rf) est négatif sur [0;r/ ] 
lorsque C(r]o) est négatif, et il n'influe donc pas sur la valeur finale de Rq. 



Etape 


R 


r 


rja • 10 a 


K 


S 


1 


9.645908801 


5.97484 


7.63319 


0.438904 


0.620626 


2 


5.974849075 


5.73045 


7.95873 


0.438525 


0.620748 


3 


5.730454010 


5.70487 


7.99441 


0.438483 


0.620762 


4 


5.704872616 


5.70208 


7.99832 


0.438479 


0.620763 


5 


5.702089881 


5.70178 


7.99874 


0.438478 


0.620763 


6 


5.701785245 


5.70174 


7.99880 


0.438478 


0.620763 



Etape 


ai 


a 2 


a 3 


CM 


Rq 


1 


-3 915.260 


344 602.065 


5 799 250.773 


-7.22827 


5.974849075 


2 


-3 916.747 


344 602.065 


5 841345.585 


-7.22089 


5.730454010 


3 


-3 916.907 


344 602.065 


5 846103.683 


-6.30271 


5.704872616 


4 


-3 916.907 


344 602.065 


5 846103.683 


-6.29209 


5.702089881 


5 


-3 916.926 


344 602.065 


5 846 682.864 


-6.29080 


5.701785245 


6 


-3 916.927 


344 602.065 


5 846 689.069 


-6.29065 


5.701752890 
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